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Résumé. L’objectif de ce travail est de modéliser le comportement des matériaux polymère injectés sous sollicitations 
dynamiques par une approche monolithique. Basé sur les équations de Navier-Stokes, nous proposons une méthode des éléments 
finis mixtes avec une interpolation P1+/P1 utilisant le déplacement (ou la vitesse) et la pression en tant que principales variables. 
La technique implémentée utilise un maillage composé de triangles (2D) ou de tétraèdres (3D) [6]. Le but de cette approche est de 
modéliser le comportement viscoélastique des matériaux polymère où les milieux visqueux et élastiques sont mélangés en 
utilisant une approche multiphasique en vitesse et déplacement. L'idée de base est d'utiliser une formulation mixte (u, v, p) avec 
un modèle de fermeture ( / , ) 0F du dt v  , où les deux champs u et v représentent les principales variables de la déformation et de 
la vitesse de déformation. 
Mots clefs: viscoélasticité, approche monolithique, méthode des éléments finis mixtes, formulation lagrangienne et eulérienne.
1. INTRODUCTION 
A l'issue des travaux actuels, nous pouvons prédire numériquement les propriétés mécaniques de pièces 
injectées en composite, où la matrice est thermo-élastique ou hyper-élastique. Les modèles développés 
jusqu'à aujourd'hui ont été implémentés dans le code de calcul Rem3D®, logiciel du CEMEF et dédié à la 
simulation de l'injection de polymères, basé sur la bibliothèque éléments finis CimLib®. Dans le cadre de 
notre projet de recherche, nous nous intéressons à un comportement plus réaliste pour la matrice. Ainsi, 
nous considérons une matrice du type polymère semi-cristallin, qui aura un comportement viscoélastique 
(de l'état liquide à l'état solide) et éventuellement élastoviscoplastique (à l'état solide). Les objectifs de ce 
travail sont d'implémenter et/ou utiliser des approches numériques qui vont permettre de traiter des 
problèmes physiques tels que la viscoélasticité, le couplage fluide-structure et structure-structure, le 
contact multi-corps ou les grandes vitesses du solide (inertie). 
 L’article est structuré comme suit. Tout d'abord, les équations du problème viscoélastique à l'état solide 
seront détaillées. Nous développerons ensuit l’approche monolithique et la résolution par éléments finis 
mixte de ce problème. Le comportement du matériau est supposé viscoélastique compressible et peut être 
décrit par une approche lagrangienne ou eulérienne. Deux méthodes de simulation sont appliquées : la 
résolution par déplacement-pression (u-p) avec un seul incrément et la résolution incrémentale par vitesse-
pression (v-p). La comparaison entre les approches lagrangienne et eulérienne, cette dernière basée sur la 
méthode Level-Set [11], sera présentée. Exemples en traction et compression d'une géométrie simple 
permettra d'illustrer et de valider notre méthodologie. Ensuite, nous comparons les résultats de la 
simulation avec les données expérimentales pour le PMMA. 
2. RESOLUTION PAR APPROCHE MONOLITHIQUE 
2.1. Navier-Stokes avec Extra-contrainte pour Modèle Comportement ViscoElastique Compressible 
 Le couplage monolithique consiste à résoudre les équations relatives à la structure au fluide dans un 
même système. C'est-à-dire que les problèmes mécaniques dans les domaines fluide et solide en 
interaction sont simultanément calculés. Ce type de couplage donne une stabilité inconditionnelle du 
schéma de couplage. Dans le but de poursuivre cette approche, nous choisissons un solveur fluide pour 
résoudre ces problèmes. Pour le comportement viscoélastique, nous considérons dans un premier temps le 
modèle de Kelvin-Voigt [4] (figure 1). En effet, avec ce modèle, l'élasticité est parfaitement conservée, 
c’est-à-dire qu'un objet déformé peut revenir à sa position initiale, ce qui nous permet d'étudier et 
d'optimiser le solveur actuel. La résolution du problème viscoélastique de Kelvin-Voigt peut être liée à un 
problème d'interaction fluide-structure. L'objectif est de mettre en œuvre un solveur général qui permet de 
modéliser le comportement des pièces injectées en matériaux polymères à la fois sous sollicitations 








Avec modèle viscoélastique de Kelvin-Voigt, le tenseur des contraintes est défini par: 
( ) 2 ( )viscoelastic fE u v      
où ( )E u et 2 ( )f v   sont les contraintes élastiques et contraintes visqueuses. 
Pour un comportement élastique compressible, le tenseur des contraintes élastiques est écrit: 
 2 ( ) ( )u tr u I      
où
2(1 )
E   et  sont les coefficients de Lamé, E  est le module de Young,   est le coefficient de 
Poisson,  .tr  est la trace, I  est le tenseur d’identité,  et ( )u  est le tenseur des contraintes de Cauchy et 
le tenseur de déformation.  
 
Connaissant la pression hydrostatique 1 1 (2 3 ) ( )
3 3
p tr tr u        , le tenseur des contraintes peut aussi 
s'écrire:  
22 ( ) ( )
3
u tr u I pI      
En utilisant 2 ( )
3
p tr u p    , la contrainte élastique compressible est redéfinie comme: 
2 ( )u p I     
  
 Selon la méthode de résolution adoptée (eulérienne ou lagrangienne), en petites déformations, la 
formulation forte du comportement viscoélastique compressible peut être déduire comme système 
d'équations (2) : 
     · · 2 ( ) 2
· · 0
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où c maillagev v v  est la vitesse de convection ( 0maillagev  dans le cas eulérien ou meshv v  dans le cas 
lagrangien), v et p sont la vitesse et la pression, f sont les termes de force volumiques, 
(1 )(1 2 )
p E
  
  est le coefficient de compressibilité. 
(2) 




 A partir du système d'équations (2), remplaçant le terme 2 ( ) 2 ( ) ( )t v v      par 2 ( )v  et déplaçant la 
partie "extra-contrainte"  2 t tu    vers le second membre des équations de Navier-Stokes 
compressible, nous obtenons le système d'équations à résoudre (3): 
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La densité  et la viscosité sont définis par les équations (4) où est la fonction de distance signée à 
l’interface, ( )H   est une fonction de type Heaviside,   sera liée à h  la taille de maille. 
2.2. La Résolution en Eléments Finis Mixtes 
Pour établir la formulation faible des équations de Navier-Stokes, nous définissons les espaces 
fonctionnels 1( ( ))dV H  , 0 10( ( ))dV H   et 2 ( )P L   où 2 ( )L   est l’espace de Lebesgue des fonctions 
carrées sommables sur un domaine , et 1( )H   est l'espace de Sobolev inclus dans 2 ( )L   et d est la 
dimension de l'espace : 
 
2 2( ) ,L q q dV

         ;  1 2 2( ) ( ), ( ( ))dH q L q L       ;  1 10 ( ) ( ), 0 sur H q H q       
 
Dans le cas viscoélastique compressible, les effets d'inertie dynamique et la force volumique ont été 
négligés. Le problème discret Galerkin consiste donc à résoudre le problème mixte (6), où les espaces 
vectoriels hV , hP , 0hV  sont construites dans le but d'approcherV , P  et 0V . 
Trouve    , ,h h h hv p V P  tel que 0( , ) ( , )h h h hw q V P  : 
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Le déplacement discret t thu   est calculé par l'incrément précédent (7):  
 
 0,ch h h h hh h Vu v u vt          
 
Nous utilisons la méthode des éléments finis mixtes avec l’élément P1+/P1+, alors non seulement la 
vitesse est enrichie par l'ajout d'un degré de liberté (appelée fonction bulle) dans le centre des éléments [5] 
[6], mais aussi la pression est enrichie par une fonction bulle. La fonction bulle vaut 1 au centre des 
éléments et est nulle aux frontières.  
 
Ainsi, nous considérons une décomposition de la vitesse et de la pression en petite et grande 
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La matrice (8) est une matrice symétrique définie positive que nous avons mise en œuvre dans le 
solveur. Notez que par la suite de nos simulations, la "pression de la bulle" bp  a été mise à zéro pour les 
simulations qui revient à utiliser la méthode des éléments finis mixtes avec le P1+/P1 élément où seule la 
vitesse est enrichie par une fonction bulle. 
3. RESULTATS NUMERIQUES 
 L'échantillon est fixé sur un bord et tiré sur l'autre en imposant un déplacement (Fig.3), puis relâché. 
Nous testons l'erreur introduite par le solveur Navier-Stokes compressible avec extra-contrainte en petites 
et grandes déformations. En effet, dans le cas élastique compressible parfait, l'échantillon doit revenir 
exactement à sa forme initiale. Nous avons essayé de simuler ce test par deux méthodes de calcul : 
lagrangienne et eulérienne dans lequel nous avons utilisé un solveur éléments finis mixte Navier-Stokes où 
le problème fort et discret est présenté en partie précédente. La comparaison de ces deux méthodes nous 
permet de prédire la capacité de notre solveur actuel, de donner une vue général sur ses performances mais 
aussi les points forts et les points faibles à compléter ou à améliorer. Donc, l’objectif à terme est de traiter 
des problèmes physiques plus compliqués tels que la viscoélasticité, le couplage fluide-structure et 
















3.1. Méthode Lagrangienne Pour un Problème Elastique Compressible 
 Figure 3 montres la simulation par la méthode lagrangienne avec la déformation de maillage. Donc, 
l’algorithme de calcul en traction et en retrait par un seul incrément de calcul sont illustrés dans les 
équations (9) et (10): 
(8) 
FIGURE 2: Essai de traction par méthode eulérienne
FIGURE 3: Essai de traction d’une éprouvette. Schéma 
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où iu , iv  est le déplacement et la vitesse à l’incrément i , ix  est la configuration à l’incrément actuel i , ix  
est l’opérateur (divergence, gradient) en configuration actuel ix . 
 
 Avec cette méthode (équations 11), le calcul en grandes déformations est constitué par plusieurs 
incréments de calcul en petites déformations ce qui nous permet de minimiser l’erreur provoquée par 
rapport au calcul par un seul incrément (équations 9 et 10). 
3.2. Méthode Eulérienne pour un Problème Elastique Compressible 
Nous considérons le même cas, mais dans un contexte eulérien, décrit dans la Fig.2. Nous définissons 
trois domaines avec viscosités différentes: le domaine solide (gris) est fixé dans le haut et celui en bas est 
mobile, le domaine d'air (bleu) et le domaine d’éprouvette (rouge). Les équations de calcul sont illustrés 
dans (12): 
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 Nous utilisons la méthode Level-Set pour transporter l'interface qui représente les différentes phases. 
En effet, en raison de la complexité d'écoulement, le gradient de la fonction peut devenir très raide et 
instable, 1   n'est pas assuré. Donc, l'étape de réinitialisation est indispensable [2]. Nous utilisons une 
nouvelle formulation de méthode Level-Set pour suivre le mouvement de l'interface [7], donc le transport 
ou la réinitialisation convective est montré dans les équations (13) où s est le signe de β (initialement α), 
/d dt  , t et  sont le temps et le temps fictif, E  est l'épaisseur de mélange. 
3.3. Comparaison des Résultats Numériques 
3.3.1. Methode Lagrangien 
En traction, on impose un déplacement imposedu
au bord inférieur 
Nous pilotons le retour en  imposant un déplacement 
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La figure 5 montre le déplacement et la pression en traction et en retrait pour un essai de traction 
élastique compressible. Avec 100% de déformation, en retrait, on retrouve exactement la forme initiale de 
l'échantillon avec une erreur de l'ordre de 10-11 pour le déplacement et 10-8 de la pression, donc il vérifie 
notre méthodologie dans le cas élastique. En outre, dans la formulation où la vitesse est enrichie avec des 
bulles, on obtient également une vitesse de bulle parfaitement opposées entre de traction et de retour Fig.4. 
Cela nous permet de confirmer que la solution de notre algorithme cité dans les équations (9,10) est 
exacte, c'est à dire en retour, nous trouvons: 1 1 1; 0b bu u u u and p      où 1u  est le déplacement en retrait, 
1bu  est "le déplacement de la bulle" en retrait et 1p est la pression en retrait. 
3.3.2. Méthode Eulérienne 
Les résultats obtenus par la méthode eulérienne sont moins précis que ceux obtenus par la méthode de 
Lagrange (Fig.6). Dans ce cas, la forme de l’échantillon est représentée par l'interface air/échantillon. Il 
apparaît des différences entre la traction et le retour. On précise que la déformation est de 30%, ce qui est 















Dans cette section nous remarquons les conclusions suivantes entre les méthodes de Lagrange et Euler: 
 Pour la méthode de Lagrange avec un incrément, les résultats sont satisfaisants, nous obtenons un 
retour parfait, même avec 100% de déformation. 
 Pour la méthode incrémentale de Lagrange, nous avons remarqué des instabilités dans les résultats 
obtenus pour une déformation supérieure à 30%, lorsque la partie élastique domine. Ceci peut être 
expliqué, d’une part, par le fait que la partie de la contrainte explicitée dans le second membre des 
FIGURE 5. Déplacement (a) et pression (b) en traction et retrait  
(a) (b) 
FIGURE 4. 
Déplacement de bulle 
en traction bu  et retour
1bu  
1b bu u 
FIGURE 6. Essai de traction en eulérien. La forme déformée est représentée par l’isovaleur de fonction Level-Set 
Initial Traction Return 
FIGURE 7. Charge/décharge test. Comparaison entre (a) 90°C - 0.01s-1 et (b) 110°C - 0.01s-1 
équations (11) est important ce qui introduit une partie d’ellipticité dans la résolution sous  la forme mixte 
[2]. Et d’autre part, notre solveur actuel est valable pour des petites déformations, où nous n'avons gardé 
que les termes du premier ordre, donc nous n'avons pas pris en compte les termes non-linéarité. 
Néanmoins, nous avons testé le solveur dans des cas dépassant cette hypothèse, et donc des instabilités ont 
été observées lors de la simulation. 
3.4. Comparaison Expérimentale-Simulation pour PMMA 
Dans le but de valider nos méthodologies, nous avons réalisé des essais expérimentaux et comparer par 
rapport à la simulation. Dans cette section, nous détailleront les résultats expérimentaux et comparaison 
avec ceux numériques. Le comportement du PMMA dépend de la température, dans sa phase de 
transition autour 120°C, le comportement du polymère change rapidement de l'état solide à l'état liquide. 
Dans le but de simuler le comportement du polymère en différentes phase, nous avons testé des essais à 
partir de 90°C à 163°C avec deux types de sollicitation: charge/décharge et relaxation. Le cycle 
(charge/décharge) et relaxation ont été réalisés à 90°C et 110°C avec une vitesse de déformation 0,01s-1. 
A 163°C où le matériau commence à s’écouler, seul l’essai de relaxation avec une vitesse de déformation 
0.25s-1 a été réalisé en raison de ses difficultés expérimentales. Tous les tests ont été effectués à l'aide de 
l’extensomètres vidéo, nous avons analysé les images séquentielles avec le logiciel ARAMIS® qui 
































































Le modèle classique de Kelvin-Voigt a été utilisé pour analyser des résultats expérimentaux. Les 






Insistons sur le fait que ce modèle devrait être encore amélioré. Toutefois, la reproduction de la 
première étape (partie linéaire) de la courbe de charge, 2 méthodes : méthode lagrangienne et méthode 
eulérienne ont servi à valider notre méthodologie, en 2D et en 3D. En Fig.9, nous comparons les 
(a) (b) 
(a) (b) 
FIGURE 8. Relaxation tests. Comparaison entre (a) 90°C - 0.01s-1 , 110°C - 0.01s-1 and (b) 163°C - 0.25s-1 
TABLEAU 1. Identification des paramètres de Kelvin-Voigt 
contraintes par la simulation et les résultats expérimentaux. Rappelons que nous simulons que la phase où 
le comportement du matériau reste linéaire. Ces comparaisons montrent un bon accord entre les 
simulations et les essais expérimentaux avec une erreur inférieure à 10% quelle que soit la méthode, en 2D 

























































3.5. Conclusions et perspectives 
 Lors de ce travail, nous avons d'abord pu montrer la validation du solveur existant dans CimLib® dans 
les cas classiques de traction et retour élastique compressible. Comparaison entre la simulation et 
l'expérience donne un bon point pour notre futur travail. Ces cas de simulation nous montrent la capacité 
de notre actuel solveur Navier-Stokes. Il démontre qu’avec un solveur dédié notamment au fluide, nous 
pouvons également résoudre les problèmes de l’interaction fluide-structure ou le comportement 
viscoélastique par une approche monolithique. Toutefois, l’utilisation d’un simple modèle viscoélastique 
de Kelvin-Voigt amène une difficulté pour modéliser tout le cycle de chargement/déchargement ou 
relaxation. Les perspectives pour la suite est de développer au sein de la librairie CimLib®, un solveur 
générale permettant de modéliser un comportement viscoélastique générique et le couplage fluide-
structure par une approche monolithique. Cela signifie d’enrichir le comportement du polymère par des 
comportements plus complexes comme le modèle de Zener. En outre, nous pourrions élargir l’application 
simuler un cas d'impact. 
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FIGURE 9. Contrainte de chargement à 90°C (a), 110°C (b) et 163°C (c) 
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